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VARIETATS COMPLEXES
Rer J . GirbaW- ,
Introducció .- Aquestes notes constitueixen el contingut d'una
conferéncia donada a la U .A .B . el 7 .12 .76, dirigida áls estu-
diants dels darrers cursos de llicenciatura i que tenia per ob
jecte interessar-los en aquest tema . Era doncs una conferéncia
de propaganda .
§1 .- Generalitats sobre varietats complexes i ouasi-complexes .
La teoria de varietats complexes está lligada intimament a la
teoria de funcions analitiques per un costat i a la geometria
algebraica per un altre . El concepte de varietat complexe va
ser definit rigurosament per primera vegada (en dimensib 2) en
el . llibre de H . Weyl "Idee der Riemannschen Fleche" (Góttin-
gen, 1913) .
Una varietat complexa M és un espai paracompacte, Haus-
dorff, dotat d'un atlas complex, és a dir, modelat a Tn , els
canvis de coordenades del qual es fan per transformacions ho-
lomorfes . Qn i 1'espai projectiu Pn (Q) en constitueixen els
primers exemples . Es poden definir els conceptes d'aplicació
holomorfa entre dues varietats complexes i de subvarietat com-
plexa duna varietat complexa de manera análoga a com són de-
finita aquests conceptes en les varietata diferenciables, subs
tituint,perb,la paraula "diferenciable" per la paraula "holo-
morfa" . Les varietats algebraiques sense singularitats són sub
varietats complexes de Pn (0) . Chow va demostrar [6] que tota
subvarietat complexa compacta de Pn (Q) és algebraica, és a dir,
pot venir donada com el conjunt de punts de Pn (T) que anul .len
simultániament un nombre finit de polinomis homogenis . Hom pot
trobar una demostració simple d'aquest teorema en el llibre de
Gunning i Rosa¡ [14] .
No es poden considerar exemples de
de
en
ja que és fácil de provar que una
dueix necessáriament a un punt .
Si M és una varietat complexa de dimensi6 n definida per
un atlas {(U¡ , Pi )} i f és 1'aplicació
(zl . . .zn ) _~ (xl . . .xn,y . . .yn)
= xl + r--l
	
y1 , 1'atlas ((U i., f
o CPi)} dota




real subjacent . Es demostra
sempre orientable .
En cada punt x de M designarem per Tx (M) 1'espai tangent
Es defineix 1'endomorfismea la varietat real subjacent, .
Jx de Tx (M) posant :





tal subvarietat es re-




Utilitzant que els canvis de coordenades s6n holomorfs es de-
mostra fácilment que 1'endomorfisme Jx no depén del sistema
de coordenades elegit per definir-lo .
J s'estén per complexificaci6 a 1'espai cTx (M), comple-
xificat de T (M) . Els vectorsx
a _ 1 a ~-, 1
bz1 2 (á + 1 aya
)
s6n vectors propia de J de valor propi J-l i -,f-l respecti-
vament .
Designant per T__ (110) el subespai de CT (M) dels vectors
propis de J de valor . propi F- -1 i per Tx(0,1)_ el seu conjugst
es té la descomposici6 :




que condueix a la noci6 de "tipus" d'un tensor o d'una forma
diferencial, que ara definirem . Donats dos enters p,q z 0, de
signarem per T(p,q) el subespai de cTxr (M), r = p+ q, format
per (op
Tx (1 1 0) ) 0 (
®q Tx (011) ) . Un r-camp tensorial contrava-
riant de tipus (p,q) consisteix en asignar a cada x un element
de Tx(p,q) depenent diferenciablement del punt x . Análogament
es defineix la noci6 de forma diferencial de tipus (p,q) . `
La diferencial exterior d es descomposa llavors de manera
natural en d'+ d",essent d' un operador que passa de formes
de tipus (p,q) a formes de tipus (p + l,q) i d" un operador que
passa de formes de tipus (p,q) a formes de tipus (p,q + 1) .
Moltes de les propietats de les varietats complexes depe
nen només de 1'operador J i no de 1'existéncia d'un atlas ana-
litic complex . Per aquesta ra6 ha sorgit el concepte de varie
tat quasi-complexa . S'anomena aixi tota varietat diferenciable
real M, dotada d'un camp tensorial J, una vegada contravariant
i una vegada covariant, que en cada punt x de M és un endomor-
fisme Jx de Tx (M) tal que J2= -identitat. Les varietats comple-
xes són doncs, en particular, quasi-complexes .
§2 .- Quan una varietat guasi-complexa és la varietat real
subjácent d'una varietat complexa?
Aquest problema va ser abordat per primera vegada per
Eckmann i Frblicher [81 i posteriorment per Newlander i Ni-
renberg 201 . Es redueix en el fons a un problema d'integra
ci6 .
Donar 1'endomorfisme J equival a donar en cada punt x
el subespai T. (110)
	
deCTx (m), que és equivalent a donar lo
calment n formes diferencials { 9 1 } i = 1 . . .n de manera que
en cada punt constitueixin una basé de ( T (1,0) ) # , El pro
x
blema es pot plantejar doncs de la següent manera : Qua.n exis
tiran funcions diferenciables z1 , a valors complexos, tals que
Les diferencials d9
1 s'expressaran :
d9 1 = 1 A j 9k 8 1 9 J 9k + 1 E Cl j /`
ek
2 E Jk 8 A + E jk A 2 jk 9
N(X,Y) = 2 [JX, JY] - 2[x, Y] - J (X, JY] - J (JX, Y1 .
Evidentment quan, 9 1 = dz1 es té d9 1 = 0 i per tant
tots ele coeficiente C s6n nuls i per tant N és nul . Aquest
expressi6 única si suposem ele coeficiente A i C antisimétrics
en ele indexe j,k . La condici6 de qué tots ele coeficiente C
siguin nuls és invariant per canvi de coordenades i és equi-
valent a la condici6 de qué el tensor següent, dit tensor de
torsió de 1'estructura complexa sigui nul :
tensor va ser introdult per Eckmann i Fr6licher en el treball
quehem mencionat . Aquests autors van
cialment el teorema de Frobenius, que
litica real, 1'annul .laci6 del tensor
de funcions zl tals que ei = dzi .
varietat M és C °° va ser obtingut
ticle esmentat més amunt . Una altra demostraci6 del mateix resultat,
basada en la resoluci6 de 1'anomenat d"-problema de Neumann, va ser
donada per J .J . Kohn el 1963 x191 .
Del qué hem dit es desprén que el problema de saber si una es
tructura quasi-complexa donada prové o no d'una estructura complexa
está totalment resolt . Basta comprovar si el tensor N s'anul .la o no .
Pera, donada una varietat quasi-complexa amb tensor de torsi6 no nul
no hi ha manera de decidir, en la majoria dels casos, si existeix o
no una altra estructura quasi-complexa integrable (és a dir amb N
nul) . Per exemple, S6 pot dotar-se d'una estructura quasi-complexa
no integrable de manera natural (vegeu [171 Tom . II pág . 139), pero
fins fa ben poc no es sabia si admetia
	
o no una estructura complexa .
Recentment A . Alder ha resolt aquesta qüesti6 de manera negativa [11 .
A . van de Ven ha donat altres exemples de varietats quasi-complexes
compactes que no admeten cap estructura complexa x221 .
§3 .- Classes de Chern .
demostrar, usant essen
si la varietat M és ana
N implica 1'existbncia
El mateix resultat quan la
per Newlander i Nirenberg en 1'ar
El problema d'existéncia de k camps vectorials continus,
xl . . .xk , sobre una varietat diferenciable, de tal manera que en ca
da punt siguin linealment independents, va donar lloc als voltants
de 1'any 1940 al concepte de classes caracteristiques de Stiefel-
Whitney, que són unes classes. de cohomologia que mesuren d'alguna
manera 1'obstrucci6 a - l'exiéténcia d'uns tals campe . El problema
análeg per les varietats complexes va ser abordat per Chern el 1946
[4] .
Sigui M una varíetat complexa de dimensi6 n . Un camp vectorial
complex consisteix per definici6 en as=ignar a cada x de M un vector
Xx de eTx (M) . Donat un enter k, 0 < k 5 n, preguntam-nos per 1'exis
téncia de k camps vectorials continus sobre M, X, . . .Xk , de tal ma-
nera que en cada punt siguin independents . Sigui E el conjunt de to
tes les k-ples, (v1 . vk), on els v i s6n vectors tangents comple-
xos en un punt qualsevol x de M, linealment independents . E cons-
titueix, amb la projecci6 canónica natural E -~ M, un fibrat de
fibra F la varietat de Stiefel complexa Vn,k formada pel conjunt
n
de k-ples (v1 . . .vk ) on els vi s6n vectors independents de S .
Preguntar-se sobre 1'existencia de k camps continus Xl - Xk
independents en cada punt equival a preguntar-se sobre l'existén
cia d'una secci6 continua del fibrat E . En 1'estudi de 1'existén
cia de seccions d'aquest fibrat, els grups d'homotopia de la fibra
jugaran
	
un paper important, com veurem .
Ehresmann a 1'any 1939 [109 ja havia vist que els primers grups .




i (Vn k) = Z
si i = 2n-2k+1
Anem a veure com juguen aquests grups d'homotopia en 1'exis
téncia de seccions del fibrat E . Agafem una triangulaci6 regular
de la varietat M, suficientment fina perqué cada simplex estigui
contingut en un obert U tal que E sigui trivial sobre U. Designem
per K el complex simpli.cial així obtingut . Per ser M una varie
si i < 2n-2k+1
tat orientable, podem considerar K orientat . Designem per K1 1'es
quelet,de dimensi6 i del complex K . L'esquelet K estará consti-
tuit per punts a1llats . Per tant sobre 1'esquelet K podrem defi-
nir una secció arbitrária de E fent correspondre a cada x de K
una k-pla arbitrária (X1)x . . .(Xk)x de vectors de
eTx (M) lineal-
ment indepeMents . Intentem estendre aquesta secci6 a K1 . Per cada
simplex a deK1 tenim definida la secci6 a ba . a está contingut
en una carta local en la qual el fibrat és trivial . Escollida una
trivialitzaci6 en cada una d'aquestes cartes locals, donar una sec
ció continua sobre a equival a donar una aplicació continua de a
a la fibra standard Vn k . La secci6 que tenim en K ens determina
una aplicaci6 de aa
	
a Vn,k que volem estendre ara a una funció
continua de a a Vn k . Aixó és possible ja que Vn k és connex
Per tant ja tenim estesa la secci6 a K1 . Intentem estendre-la a K2 .
Per cada a de K2 la secci6 que tenim a K1 ene dóna una aplicaci6
de óa a la fibra Vn k' Com que óa és S 1 . aquesta aplicaci6 dóna un
element de TT1 (Vn,k) . Si suposem que n i k s6n ta ls que 2n - 2k
+ 1 > 1 .
n 1 (Vn,k ) = 0 " Llavors 1'aplicació de óa a Vn k es pot estendre (per
un resultat elemental de teoria de 1'homotopia) a una aplicaci6 de
a a Vn k . Aquesta aplicaci6, per cada a, ens dóna lloc a una secci6
del fibrat E sobre K2 . Tractem d'aplicar el mateix procediment per
estendre-la a K3 . Aixó ens será possible si TT2(Vn k ) = 0 . De la ma-
teixa manera si n3 (Vn,k)
= 0 la podrem estendre a K4 , etc . . Com
que n i (Vn k) = 0 si . i < 2n =2k + 1, resulta que podem
estendre
aquesta secci6 sense cap dificultat fins a K2n-2k,~2 . Per cada sim-
plex a de K2n-2k+2 la secci6 que tenim definida a
K2n-2k+l dona-
rá lloc a una aplicaci6 de aa a Vn k la qual donará lloc a un ele-
ment de TT2n-2k+1(Vn,k)




un número enter . Aixa és una (2n-2k+2>-co-cadena . Es demos-
tra fácilment que aquesta co-cadena és un co-cicle el qual d6na lloc
a un element de H2n-2k + 2 (M,Z) . Es demostra fécilment que condició
necesséria i suficient perqué la secció es pugui perllongar a
K2n-2k+2 és que aquest element de H2n-2k+2(M,Z) sigui nul . Es a
dir,aquesta classe de cohomologia entera mesura l'obstrucció a qué
la secció es pugui perllongar a l'esquelet de dimensió 2n-2k4.2 .
Per cada k, aquestes classes de cohomologia entera s'anomenen
classes de Chern de la varietat M .
La inclusi6 natural Z i ) IR d6na lloc a un morfisme
Hp (M,Z) j Hp(M,1R) per cada p . Les classes de Chern, mitjan-
cant el morfisme'anterior, donen lloc a elements de
H2n -2k + 2 (M,IR) . Com que en geometria diferencial és més cómo-
de treballar amb la cohomologia de De Rham que amb cohomologia
simplicial, podem proposar-nos el problema de trobar per cada
k una (2n -2k+ 2)-forma diferencial tancada, la classe de coho-
mologia de la qual sigui la classe de Chern. Aquest problema es
resolt utilitzant una métrica hermítica qualsevol h sobre M (ve-
geu el parágraf següent) . La métrica h d6na lloc a una métrica
de Riemann a la varietat real subjacent . Sigui (n i j ) la matriu
de curvatura d'aquesta métrica de Riemann en una carta local .. Llá
vors la 2(n -k+ 1)-forma definida en cada carta local per la se-
güent expressi6
yk = (1/(2TTj__1) n-k+1 (n-k+ 1) !) E& (i1







és tancada i es pot demostrar que la seva classe de cohomologia
és precisament la k=éssima classe de Chern tal com 1'hem defini-
da abans . Aixb permet definir les classes de Chern mitjangant la
curvatura de la connexi6 associada a una métrica hermítica .
Les classes de Chern, que s'han generalitzat després a fi-
brats vectorials complexos qualssevol sobre una varietat diferen
ciable, han jugat un paper molt important en 1'estudi de la topó
logia de les varietats complexes .
4 .- Métriques hermítiques i métriques káhlerianes .
Sigui M una varietat complexa . Donar una métrica hermítica h
sobre M consisteix per definici6 en assignar a cada x de M una mé
trica hermítica definida positiva, hx
	
, sobre el Q-espai vectorial
Tx(1,0) de manera que hx depengui diferencialment del punt x .
Utilitzant un argument de particions de la unitat es veu
de manera immediata que és possible donar una métrica hermíti-
ca sobre una varietat complexa paracompacta .
Les métriques hermítiques en una varietat complexa donen
lloc a métriques de Riemann a la varietat real subjacent, com
direm a continuaci6.
Sigui h una métrica hermítica . En una carta local comple-
xa (U,zl . . .zn) definim la métrica de Riemann g associada a h
de la següent manera :
g( b l " bXj ) = g( a al




g( b b ) = -g( 1 . ,
b ) = 2 Im h( b -D)
bxi ayj ay1 bxj azl bz7




per qualssevol X,Y .
Reciprocament es pot veure que donada una métrica de Riemann g
a la varietat real subjacent, verificant la propietat anterior,
prové d'una métrica hermStica h pel procediment esmentat . Si
una tal métrica de Riemann s'estén, en cada punt, de 1'espai
tangent real Tx (M) a `Tx (M), la condici6 g(X,Y) = g(JX,JY) im
plica
g( b i , ) ) = 0, g( Ói ,
ó ) = 0
az bz3 az az3
Per tant en una carta local (U, zl . . . zn ) una tal métrica només
tindrá termes q( I ., b .. )_ b i .
2-forma diferencial complexa F definida localment per
F = F
.
9ij dzi n dz3
es diu forma de Káhler associada a la métrica hermStica . Tina
diu káhleriana si la seva forma de Káhler
métriques van ésser introduides per Káhler
varietat complexa amb una métrica káhleria
métrica hermStica es
és tancada . Aquestes
1'any 1933 151 . Una
na es diu una varíetat káhleriana .
Aixi com en una varietat complexa paracompacta sempre hi ha
una métrica hermStica, el problema d'existencia de métriques
káhlerianes és molt més seri6s . Segons un treball de Gromov del
1969 121, les varietats complexes no compactes admeten sempre
métriqueskáhlerianes. En canvi la situació és molt diferent per
les varietats compactes . D'aquest problema en parlarem més en-
no nuls (que escriurem g,- ) . La
n	
o
donat per zo y¿ 0 . Análogament es defineixen . U1 . . . Un . Prenem
i
a U les coordenades (t1	 n) amb ti =
z
. Considerem a Uo . . . o o
la métrica
ds2 = (1+E ti tl ) (E dtl dtiHE-ti dti )(E ti ¿t i )
(1+Etl Ti)2
Análogament es defineix sobre U 1 Un . Es prova fácilment que
aquesta métrica és definida positiva i que la seva forma de
Káhler és
F = E dt A dti	- (Eti dt i )n (E tl dtl ) _
1+Et1-t1 (1+Etltl)2
d' d" log(1 + E tl ti ) ,
davant . Anem ara a esmentar els exemples més interessants de va
rietats Uhlerianes .
Fubini va introduir el 1903 [111 una métrica hermítica so
bre 1'espai projectiu complex Pn (T) de la següent manera . Si-
guin (zo , . .,zn ) coordenades homogénies a P (T) . Sigui U 1'obert
que és evidentment tancada . Per tant és una métrica k8hleria-
na . Aixt doncs Pn (T) amb la métrica.de Fubini és una varietat
káhleriana . De la definici6 de métrica kdhleriana es desprén
que si g és una tal métrica sobre una varietat complexa M i
M' és una subvarietat complexa de M la restricci6 de g a M'
és una métrica káhleriana sobre M' . Es dedueix d'aqui que qual
sevol subvarietat complexa de Pn (e) és una varietat káhleriana .
Per tant totes les varietats algebraiques sense singularitats
s6n Kthleri.anes .
1 2
La métrica usual de Qn , ds 2= E dzl dZl ,
	
és káhleriana ja
que la seva forma de Káhler és F = F T dzl n dzl . Per tant
Qn és una varietat káhleriana .
Un tor complex Tn = rn/j', essent [' un subgrup discret de
Tn de rang 2n, amb la métrica induida per la métrica usual
Tn , és evident una varietat káhleriana .
Eckmann i Guggenheimer van descubrir 1'any 1949[7],[91,
que si una varietat complexa compacta M admet una métrica káhle
riana, els seus números de Betti b i (M) tenen que verificar les
següents condicions :
(a) Si i =2r, bi (M) 71 0 .
(b) Si i =2r+ 1, bi (M) té que ser parell .
Ui lPl) . bi+ 2 ' (iij Si
de M.
(d) bi (M) = b2n - i (M) (Poincaré) .




1 < Tl, essent Í1 la diruensi5 complexa
permetre de donar exemples de varie-
no k5hlerianes i en particular no al
gebraiques . Calabi i Eckmann [31, basant-se en un treball an-
terior de Hopf, van introduir el 1953 una estructura complexa
a g 2p .a 1 S 2q+ 1 . Com b (52p+ 1
2q+ 1
x que 2 x S ) =0, aquesta va
rietat no pot admetre cap métrica káhleriana ja
la condició(a) esmentada anteriorment .
que contradiria
El problema de determinar les condicions necessáries i su
ficients perqué una varietat complexa compacta M admeti una mé
trica káhleriana no ha sigut mai abordat de manera general . El
qué s'ha fet, peró, és tractar de resoldre aquest problema per




tats complexes . (L'exemple de Calabi-Eckmann, S x S ,
és un fibrat sobre Pp (T) x Pq (T) amb fibra S1 x S 1 ) . Resultats
excelents en aquesta direcci6 van ser obtinguts per Kodaira
[18], Blanchard [2] i Kobayashi [161 .
5 .- Varietats algebraiques i mbtriques de Hodge .
Sigui M una varietat complexa . Una classe de cohomologia
de HP (M,T) direm que és entera si pertany a la imatge del mor
fisme HP (M,Z) - HP (M,T) induit per la inclusi6 natural Z T .
Aixb és equivalent a dir que la integral d'aquesta classe sobre
qualsevol p-cicle ,enter és un número enter . Les classes de
Chern són classes enteres, per exemple.
13
Suposem que M admet una métrica káhleriana g . Aixb vol
dir que la seva forma de Mhler F és tancada . D6na lloc per
tant a una classe de cohomologia de H2 (M,T) . Si aquesta classe
és entera hom diu que la métrica g és de Hodge . Una varietat
complexa dotada d'una métrica de Hodge es diu varietat de Hodge .
La métrica de Fubini del projectiu Pn (T) és de Hodge ja que
es pot dmostrar que la classe de cohomologia de la seva forma
de Káhler és precissement la classe Chern d'an fibrat de linia
sobre Pn (T) i per tant és una classe de cohomologia entera . De
la definici6 de métrica de Hodge es desprén que si M' és una
subvarietat complexa de M i si g és una métrica de Hodge sobre
M, la restricció de g a M' és de Hodge . Per tant les varietats
algebraiques sense singularitats (que s6n subvarietats comple-
xes de Pn (T)) s6n varietats de Hodge . Kodaira va demostrar el
1953 [17] el recíproc del resultat anterior : Tota varietat de
Hodge compacta és algebraica . Després d'aquest important resul-
tat hi ha equivaléncia doncs entre les varietats de Hodge compac
1 4
tes i les varietats algebraiques sense singularitats . Aixa ha
permés tractar molts problemes referents a les varietats algebrai
ques sense singularitats per métodes de geometria diferencial .
Per exmple, el teorema de Riemann-Roch referent a les corbes
algebraiques va poder ser estés a les varietats algebraiques de
dimensi6 superior per Hirzebruch [13] utilitzant aquests métodes
i posteriorment per Patodi j21] a les varietats káhlerianes com
pactes .
Per acabar, donem un exemple concret d'aplicaci6 del teorema
esmentat de Kodaira d'equivaléncia entre les varietats de Hodge
i les algebraiques .
Considerem un tor complex Tn = Tn/rI . Utilitzant només la de
finici6 de métrica de Hodge es-poden donar fécilment (vegeu[5]
pég 61-64) les relacions precises que tenen que verificar els
generadors de (' perqué T
	
admeti una métrica de Hodge . Es veun
llavors que segons quin subgrup r es prengui de T", el tor Tn
admet o no una métrica de Hodge i per tant és o no una varietat
algebraica .
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